Sz¢lsoertek-feladatok €s megoldasi modjaik.

Az emelt szintli érettségik irasbeli feladatsoraiban igen gyakori a szélséérték-feladat.
Ezek legtobbszor olyan tipust feladatok, amelyek megoldhatok derivalas segitségével,
de el6fordulnak elemi uton megoldhato feladatok is.

Elemi uton a leggyakoribb megoldds amikor masodfoku filiggvény szélsoértékét
keressiik. Ugyancsak elemi megoldasi moéd a kozépértékek kozotti Osszefiiggések
felhasznaldsa. Ezt legtobbszor a szamtani-mértani kozépre lehet alkalmazni, azon beliil

is pl. egyenlet-megoldasnal a pozitiv szamokra fennalld x+%2 2 Osszefiiggést.

Amennyiben a feladat valamely médon fliggvényvizsgélatra vezet, akkor leginkabb a
fliggvény szélsOértekének keresését derivalassal lehetdséget valasztjak. Itt ki szokott
maradni annak vizsgalata, hogy a fliggvény valdban differencialhato-e, illetve ha
vesszilkk a fliggvénynek egy differencidlhatd kiterjesztését, akkor a megkapott
szélséérték-hely benne van-e az értelmezési tartomanyban.

Nézziink ezekre példakat!

1, Masodfokura visszavezethetd szélsoérték-feladat:

Tudjuk, hogy a korcikk teriilete, ivhossza és sugara kozott az alabbi osszefiiggés all
fenn: T = % A 80 cm keriiletii korcikkek koziil milyen sugaru korben, milyen

vhosszu korcikknek lesz maximalis a teriilete?
i=80-2r-ként irhato fel, ekkor a teriilet képlet: T = (80 — 2r) - g = 40r — r%. Ennek a

< , , b _ - ot :
hianyos madasodfokt egyenletnek a —a = izo = 20 helyen lesz szélsdértéke, ami

maximumbhely, mivel a négyzetes tag egyiitthatdja, -1 < 0.

Két szam osszege 6. Hatarozzuk meg oket ugy, hogy négyzetosszegiik minimalis
legyen!

Legyen az egyik szam X, ekkor a masik 6-x.
Kell: az x2-(6-x)2=2x2-12x+36 masodfoku fliggvény minimuma. Ez a — % = — _le =

3 érték, itt lesz a széls6értékhelye a fliggvénynek, ez minimum, hiszen a parabola felfelé
all (1>0).



2. Sz¢élsoérték-feladat megoldasa kozépértékek kozotti 6sszefiiggésekkel:

Egy téglatest egy csucsabol kiindulo éleinek dsszege 45 cm. Mekkora lehet legfeljebb
a téglatest térfogata?

A V=a-b-c kifejezés maximumat keressiik. A feladat alapjan a+b+c=45. Felhasznalva a
szdmtani €s mértani kozép kozti egyenldtlenséget:

3 abc < a+b+c
3375.

Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c, azaz, ha a téglatest kocka. Ekkor
V=abc=3375 cm?

= 15, ahonnan beszorzas és 3. hatvanyra emelés utan abc <

Egy iizemben 4000 cm 3-es, négyzet alapu, egyenes hasab alaku, feliil nyitott
siitoedények gyartdasat tervezik. Az edények kiilso feliiletét tiizallo zomancfestékkel
vonjak be. (A belso feliilethez mas anyagot haszndlnak.)

Ugy hatdroztik meg az edények méretét, hogy a gydrtisukhoz a lehetd legkevesebb
zomancfestékre legyen sziikség. Szamitsa ki a gyartott edények alapélének hosszat!

Ha az edény magassdga m cm, akkor 4000=x?>m és a zomdanccal bevonandé feliilet
teriilete T=x?+4xm. Az m-et a térfogatra felirt Osszefliiggésbdl kifejezve és

behelyettesitve T-be: T = x2 + 2220,

Most a sz¢€lsOérték meghatarozasahoz triikkkozziink egy kicsit, a masodik 6sszeadandot
irjuk fel m + % alakban! Ekkor a harom tagra felirt szamtani-mértani kdzép kozotti

osszefuggesbol, 3-mal atszorozva:

T=x 2+M+w>3\/ 2. 222 222 = 3 1/8000 - 8000 = 1200.

Ez azt Jelentl hogy a keresett teriilet legkisebb értéke ez az 1200, és ez akkor lehet, ha
x2 =22 ahonnan x3= 8000, x=20. Eszerint a keresett érté¢k 20 cm.

Nézziik ugyanennek a feladatnak a megoldasat derivalassal is!
Tekintsiik a T: R* > R; T(x) = x? + =22 fliggvényt.

T-nek ott lehet szélséértéke, ahol az elsé derivaltja 0.

T'(x) = 2x — —> = 0 ©x3=8000, x=20.

32000

Mivel a masodik derivalt, T”(x)= 2+ az x=20 helyen pozitiv, ezért a fiiggvénynek

itt abszolut minimuma van.



3. Szélsoérték-feladat megoldasa derivalassal:

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(2;4) ponton és a
koordindtatengelyek pozitiv oldalaival a legkisebb teriiletii haromszoget zdrja be!

Az adott ponton atmendé egyenes iranytangenses egyenlete az alabbi alakban irhat6 fel:
y-Yo=Mm(X-Xp), a feladat alapjan itt az egyenes egyenlete: y-4=m(X-2)
Keressiik meg az egyenes tengelymetszeteit, helyettesitsink be x=0 illetve y=0

értékeket, ezekbdl a tengelymetszetekre XOZZ-% és yo=-2m+4. A keletkezé haromszog
i =1 (_2).(— —1(_ _ey _ _ _3
teriilete T(m) =1+ (2= =) - (-2m +4) = (—4m + 16 = =) = —2m + 8 -

2 m 2
Ennek a fiiggvénynek keressiik a minimumat. T(m) egy differencialhaté fiiggvény, igy

vizsgalhatjuk, hogy az els6 derivaltja mikor 0.

T'(m) =-2+ %20, ha m?=4 -m=+2 a lchetséges széls6érték helyek. Mivel
minimumot keresiink, igy a szoba keriilhet6 szélsdértékhely az X = -2. Ahhoz, hogy
valoban minimum-e vizsgaljuk meg T(m) masodik derivaltjat!

T’(m)=-2 - %; T”(-2)=2>0, abszolut minimum hely. Igy a keresett egyenes egyenlete
y=-2X+8

Gyakorlo feladatok:

1, Osszunk fel egy 20 cm hosszisagu szakaszt harom részre gy, hogy a keletkezett
szakaszok hosszanak szorzata a lehetd legnagyobb legyen!

2, Kartonpapirbol kivagunk egy 6 dm magassagii ABC szabalyos haromszoglapot. A
haromszoglapon parhuzamost huizunk a haromszog mindegyik oldalaval, mindegyikbdl
ugyanakkora 2 deciméternél kisebb x tavolsagra. Ezek az egyenesek az
A1B1Ciszabalyos haromszog oldalegyenesei. a) Irja fel az A1B1C1 haromszog teriiletét
X fliggvényében!

b) Szeretnénk egy Ai1Bi1C: alapu, X magassagl, feliil nyitott egyenes hasab alaku
irdasztali tolltartot 1étrehozni a lapbdl, ezért levagjuk a folosleget, majd az haromszog
¢lei mentén felhajtottuk a hasab oldallapjait. Mekkora X estén lesz a keletkezett hasab
térfogata maximalis?

3, Egy lizemben olyan forgashenger alaku konzervdoboz gyartasat szeretnék elkezdeni,
amelynek térfogata 2000 cm3. A doboz aljanak és tetejének anyagkoltsége 0,4 Ft/cm?2 |

mig oldaldnak anyagkéltsége 0,2 Ft/cm2.
a) Mekkordk legyenek a konzervdoboz méretei (az alapkor sugara és a doboz
magassaga), ha a doboz anyagkoltségét minimalizalni akarjak? Valaszat cm-ben, egy



tizedesjegyre kerekitve adja meg! Szamitsa ki a minimalis anyagkoltséget is egész
forintra kerekitve!

4, Egy kisvallalkozasnal tobb kiilonb6z0 méretben is gyartanak 2 akoés, forgashenger
alakt lemezhorddkat. Mekkora annak a 2 akos térfogatt, feliil nyitott forgashengernek
a sugara €s magassaga, amelynek a legkisebb a felszine? (Tekintsiik az akot kozelitden
54 liternek)

5, A nyomda egy plakatot 14400 példanyban allit eld. A koltségeket csak a
nyomtatashoz felhasznalt nyomolemezek (klisék) darabszaménak valtoztatasaval tudjak
befolyéasolni. Egy nyomdlemez 2500 Ft-ba kertil, ¢s a nyomodlemezek mindegyikével
oranként 100 plakat késziil. A nyomolemezek aran feliil, a lemezek szamatél
fliggetleniil, minden nyomtatésra forditott munkadra tovabbi 40000 Ft koltséget jelent a
nyomdanak. A raforditott 1d0 és az erre az idOre jutd koltség egyenesen ardnyos.

A 14400 plakat kinyomtatasat a nyomda a legkisebb koltséggel akarja megoldani. Hany
nyomolemezt kell ekkor hasznalnia? Mennyi ebben az esetben a nyomolemezekre €s a
raforditott munkaiddre jutd koltségek osszege? (Erettségi, 2011. majus)

6, Egy 50x50 cm-es négyzet négy sarkabol levagunk egy-egy négyzetet, amelyet
felhajtunk, igy egy dobozt kapunk. Mikor lesz ennek a doboznak a térfogata maximalis?

7, Két eurdpai nagyvaros kozott egy repiildket lizemeltetd tarsasag jaratokat kozlekedtet.
Ezek a jaratok legalabb 10 utas esetén indulnak, és a gépek legfeljebb 36 utas szallitdsara
alkalmasak. A tarsasadg javitani szeretné a jaratok kihasznaltsagat. Tobbek kozott
mérlegelik a kovetkezd szabaly szerinti lizemeltetést: 20 vagy anndl kevesebb utas
esetén fejenként 16 000 Ft-ért inditanak gépet. 20 {6 feletti [étszam esetén az dsszes utas
szdmadra annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000 forintos viteldij, amennyivel a 1étszam
meghaladja a haszat.

A) Adja meg annak a B fiiggvénynek az x = B(X) hozzarendelési utasitasat, amelynél x
az utasok szamat, B(X) pedig a tarsasag bevételét jeloli X utassal inditott jarat esetén! Mi
a B fliggvény értelmezési tartomanya?

B) Hany utas esetén lesz a repiil0 tarsasag bevétele egy jaraton a legnagyobb, és
mekkora ez a maximalis bevétel? (2010, Erettségi)

8, Legyen a és b két pozitiv szam, melyekre a+b=1. Mekkora az a* + b* kifejezés
szélsdértéke?

9, Egy feliil nyitott csatorna keresztmetszete egyenldszara trapéz, amelynek alapja 60cm
, szarai 40cm hosszuak. Mekkora lehet a keresztmetszet maximuma?



10, A 2m alkoto6ji egyenes korkiipok koziil melyiknek maximalis a térfogata?

11, Egy szimmetrikus trapéz szarai €s rovidebbik alapja egyarant 2 méter. Mekkora lesz
a szaraknak a hosszabbik oldallal bezart szoge, amikor a trapéz teriilete maximalis?

A feladat megszovegezése ad otletet a megoldashoz. Alapvetéen szimmetrikus trapéz
esetén vagy a trapéz magassagat, vagy a rovidebbik alapbol kiindulo magassag altal

levagott ? szakaszt szoktuk ismeretlennek valasztani. Ennek az a hatranya, hogy akkor

a masik érték a keresett teriilet meghatarozdsahoz Pitagorasz-tételbol gyokos formdaban
fejezheto ki, és amennyiben derivadlassal keressiik a szélsoértéket, akkor egy olyan
szorzatfiiggvenyt kell derivalni, ahol az egyik szorzotényezé dsszetett fiiggvény, ez
nehézkesebb. Amennyiben ismeretlennek a hosszabbik alapon fekvo széget valasztjuk,
akkor a sz6g és a szar segitségével szogfiiggvényekbol kifejezheto mind az elobbi x érték,
és igy a hosszabb alap, mint a magassag: sina = % és cosa = g ertekekkel a teriiletre

(242+2cos°Ca)

aT= - sina osszefiiggées adodik, amelyik differencialhato, és a kapott

masodfoku trigonometrikus egyenlet megoldasa adja a keresett értéket (a=60°)

12, Egy 3m sugari gombbe egyenes korhengereket irunk. Adjuk meg a maximalis
térfogati korhenger adatait (alapkor sugara, magassag, térfogat)!

13, Egy 10m keriiletli ablak egy téglalapbdl és az egyik oldal f6l¢ emelt félkorbdl all.
Hogyan készitsiik el az ablakot, hogy a teriilete maximalis legyen?

14, Egy épiil6 atlétika palyan két parhuzamos egyenes szakaszbol és az ket 6sszekotd
felkorivekbdl all a futopalya. Hogyan kell kialakitani a palya alakjat, hogy a futopalya
hossza 400m legyen és a lehetd legnagyobb teriiletd, téglalap alaku focipalya férjen el a
belsejében?

15, Egy tizem 2000 darab terméket gyart havonta. Mindegyik terméken atlagosan 10000
Ft haszna van. Piackutatds utan megallapitjdk, hogy az arbol minden egyes 100 Ft
engedmény hatdsara 200 -zal tobb terméket tudnanak eladni. Mennyivel csokkentse az
lizem a termek 4arat, hogy a havi nyereséget maximalizalja?

16, Egy alagut sikmetszete olyan parabola, amelynek magassaga 15 m, a legaljan 10
méter széles. Mekkora lehet annak a legnagyobb kamionnak a téglalap alaku
keresztmetszete, amely még éppen at tud hajtani az alagiton?

17, Mekkora az R=12 cm sugari gombbe irt
a, legnagyobb palasfeliiletii henger?



b, legnagyobb térfogatu kup?

18, Egy hengerre illesztiink egy félgombot, az igy kapott test térfogata 90n. Mekkora a
maximadlis felszine?

19, Egy forgaskup alapkorének atmérdje 10 cm, alkotdja 13 cm. Mekkora annak a

beirhaté, maximalis térfogati hengernek a sugara, amelynek szimmetria-tengelye a
kuppal kozos forgastengely, alaplapja pedig a kip alaplapjara illeszkedik?

Tovabbi feladatok az el6z0 évek érettségi példaibol:

1, Egy varosban bevezették a fizetds parkolast. A parkolasi dij (a parkolas iddtartamatol
fliggetleniil) napi 10 garas. A dijakbol szdrmazé teljes bevétel a varosi koltségvetést
illeti.

Kezdetben nem alkalmaztak parkoldédroket. Az 0j rendszer bevezetése utdn néhany
héttel megallapitottdk, hogy naponta kb.15000 autds parkolt a fizetés Gvezetben, és
mintegy 25 szdzalékuk ,bliccelt”, azaz nem fizette meg a parkolasi dijat. Emiatt a
varosvezetés — egy eldzetes hatastanulmany alapjan — parkolodérok alkalmazasa mellett
dontott. Az Orok ellendrzik a dij megfizetését, és annak elmaradasa esetén
megbirsagoljak a mulaszté autdst: minden bliccelének 150 garast kell fizetnie (ez az
Osszeg tartalmazza a parkolasi dijat és a birsagot is).

A tanulmany azt allitja, hogy a siirlibb ellendrzés novelni fogja a fizetési hajlanddsagot:
minden egyes ujabb parkolodr alkalmazasaval a bliccelok aranya 0,5%-kal kisebb lesz
(példaul 2 parkolodr alkalmazéasa esetén 24%-ra csokken). A tanulmany szamitasai
szerint egy parkolodr egy nap alatt kb. 200 autot fog ellendrizni, tovabba egy parkolodr
alkalmazédsanak napi koltsége 330 garas, amelyet a befolyt parkoldsi dijakbodl és
birsagokbol kell kifizetni.

A tanulmany még a kovetkezOket feltételezte: naponta atlagosan15000 parkold autod
lesz, egy autét legfeljebb egy parkolodr ellendriz, €s a bliccelok aranya a parkoloérok
altal ellendrzott autdk kozott minden esetben ugyanannyi, mint az 0sszes parkold auto
kozott.

a) A hatastanulméany becslései szerint mekkora lenne a varos parkoléasi dijakbol
szdrmazo napi nettd (azaz a koltségekkel csokkentett) bevétele 10 parkolodr
alkalmazésa esetén?

b, Amennyiben a hatastanulmany becslései helytalléak, akkor hany parkolodr
alkalmazasa esetén lenne a parkolési dijakbdl szarmazd napi nettd bevétel maximalis?

2, Egy zo6ldségarus vallalkozé egyik reggel 200 kg els6 osztaly barackot visz eladasra
a piacra. Tapasztalatbol tudja, hogy az elsé osztalyu barack eladasi egységara és a napi
eladott mennyiség kozott (jo kozelitéssel) linedris kapcsolat van (az eladott mennyiség



az eladési egységar linedris fliggvénye). Ha egész nap 500 Ft/kg aron kinalna a barackot,
akkor varhatoan a fele fogyna el, mig ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.

a) Mennyi lenne a z6ldségarusnak az elsd osztalyu barack eladasabol szarmazo bevétele,
ha egész nap 400 Ft/kg-os egységaron kinalné a barackot?

b) Igazolja, hogy ha egész nap x az els6 osztalyu barack egységara, y pedig a napi eladott

mennyiseg, akkor a kozottiik 1évo kapcesolat:y = — ix + 200 .(0<x<1000) A nap végén

a 200 kg-bol megmaradd barackot a zoldségarus masnap mar nem adhatja el els6
osztalyukeént. Ezért a megmarado teljes mennyiséget eladja egy gylimolesfeldolgozo
vallalkozasnak, mégpedig 80 Ft/kg egységaron.

c) Mekkora eladasi egységaron kinalja a barackot a z6ldségarus napkdzben, hogy a napi
bevétele maximalis legyen? (A napi bevétel az elsd osztalyuként eladott barackbol
szarmazo bevétel plusz a gyiimdlesfeldolgozo altal fizetett Gsszeg.)

3,A repiildgépek iizemanyag-fogyasztdsat szdmos tényezd befolydsolja. Egy
leegyszerlsitett matematikai modell szerint (a vizsgélatba bevont repiilégépek esetében)

az egy Ora repiilés alatt felhasznalt lizemanyag tomegét az f(x) = % (x? — 1800x +

950000 osszefiiggés adja meg. Ebben az Gsszefiiggésben X a repiilési atlagsebesség
km/h-ban(0<x); f(x) pedig a felhasznalt iizemanyag tomege kg-ban.

a) A modell alapjan hany km/h atlagsebesség esetén lesz minimalis az egy 6ra repiilés
alatt felhasznalt tizemanyag tomege? Mekkora ez a tomeg?

Egy repiil6gép Londonbol New Yorkba repiil. A repiilési tavolsag 5580 km.

b) Igazolja, hogy v km/h atlagsebesség esetén a repiilégép lizemanyag-felhasznalasa

ezen a tavolsagon (a modell szerint) 279v — 502200 + w kg lesz! (v>0)

c) A vizsgalatba bevont, Londontél New Yorkig koézlekedd repiilogépek v
atlagsebességére teljesiil, hogy 800 km/h<v<1100 km/h.

A megadott tartomanyban melyik atlagsebesség esetén a legnagyobb, és melyik esetén
a legkisebb az egy utra jut6 tizemanyag-felhasznalas?

4, Egy kozmetikumokat gyarté vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta krémet. A
termelés havi mennyisége (X mennyisége) 100 és 700 kg kozé esik, amelyet egy
megallapodéas alapjan a gyartds honapjaban el is adnak egy nagykereskedének. A
megallapodas azt is tartalmazza, hogy egy kilogramm krém eladasi ara: (36-0,03x) euro.
A krémgyartassal Osszefiiggd havi kiadas (koltség) is fligg a havonta eladott

mennyiségtol. A krémgyartassal Osszefiiggd havi kiadast (koltséget) a 0,0001x3-
30,12x+13000 6sszefliggés adja meg, szintén eurdban.

a) Szamitsa ki, hogy hany kilogramm krém eladéasa esetén lesz az eladdsbol szarmazo
havi bevétel a legnagyobb! Mekkora a legnagyobb havi bevétel?

b) Adja meg a krémgyartassal elérheté legnagyobb havi nyereséget! Hany kilogramm
krém értékesitése esetén valdsul ez meg? (nyereség=bevétel kiadas)



5, Bence alapitott egy hajotarsasagot, de nem tudja, hogyan optimalizalja a koltségeit.
Mivel még nem all rendelkezésére a sziikséges kezdotdke, ezért bérelnie kell a hajokat.
Egy hajot 480 Ft/6ra kedvezményes aron tud kdlesondzni egy baratjatol a 10 kilométeres
utra, valamint az lizemanyagkoltséget az f(v)=0,02-v3 fiiggveény irja le, ahol v a
sebességet jeloli.

a) Segitsen neki kiszamolni, hogy mekkora sebesség mellett lesz minimalis a hajozas
koltsége!

Tamas is beszallt az lizletbe, de a tarsasagra felfigyeltek a kalozok, akik valtsagdijat
kovetelnek a teriiletiikon athaladé szallitoktol. Atlagosan 1 6ranként talal rajuk egy
ellendrzd hajo, amely 5000 Ft-ot kér, hogy tovabb engedje Oket.

b) A fentick ismeretében mennyivel haladjanak a hajosok az el6zé utvonalon, hogy
minimalizaljak a valtsagdij és a hajoval valo utazas koltségeit?

6, Egy parabolaszelet alaku ablak szélessége és magassdga egyarant 16 dm.

Mekkora az a legnagyobb teriiletli téglalap alaki mozaiklap, amely elhelyezhet6 ugy (a
parabolaban, azaz egyik oldala az ablak alapjan van, masik két cstucsa a parabolan
helyezkedik el) , hogy szimmetriatengelylik azonos legyen?

7, Osszunk egy N pozitiv szamot két részre gy, hogy az egyik rész negyedik
hatvanyanak és a masik rész hetedik hatvanyanak szorzata maximalis legyen!

8, Az A, B és C varosok egy haromszog csucsaiban helyezkednek el. A B véarosnal 1évo
sz0g 60°-0s. A varosokat egyenes utak kotik 6ssze. Az A varosbdl elindul egy gépkocsi
B felé 100 km/h sebességgel. A sebességét végig tartani tudja. A gépkocsival egyidében
indul egy vonat B varosbol C felé¢ 60 km/h sebességgel. Az utat megallas nélkiil teszi
meg, sebességét végig megtartja. Szamitsuk ki mennyi id6 mulva lesz a gépkocsi €s a
vonat kozti tavolsag a legkisebb, ha az A és B véarosok egymastol valo tavolsaga 400
km.



